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Les qualifications au Baseball

> 5 équipes par poule
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Les qualifications au Baseball

> 5 équipes par poule
» 19 matchs entre chaque paire d'équipe

> L'équipe qui a le plus de victoires dans la poule est qualifiée
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Elimination mathématique d’une équipe
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Elimination

mathématique d’une équipe
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Le probleme qu’on va résoudre dans cet exposé

A un instant donné durant les poules, est-ce que une équipe est
éliminée mathématiquement ?
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Sommaire

Prise en main du probléme
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Simplifications

On enléve la contrainte des 5 équipes dans la poule, et des 19
matchs
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Une seule équipe dans la poule
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Deux équipes dans la poule

Equipe e | e
Matchs gagnés | 3 | 6

Nombre de matchs déja gagnés :

Equipe e1 | e
Nombre de matchs a jouer : e1 -4

62 - -
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Nombre de matchs déja gagnés :

Equipe e1 | e
Nombre de matchs a jouer : e1 -4

62 - -

Est-ce que e; peut encore gagner ?

Oui : si e; gagne tous ses matchs, le résultat est le suivant :

Equipe e1 | e
Matchs gagnés | 7 | 6
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Deux équipes dans la poule

Equipe e | e
Matchs gagnés | 3 | 6

Nombre de matchs déja gagnés :

Equipe e | e
Nombre de matchs a jouer : el -2

62 - -

Est-ce que e; peut encore gagner ?

Non : méme si e; gagne tous ses matchs, le résultat est le suivant :

Equipe e1 | e
Matchs gagnés | 5 | 6
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Deux équipes dans la poule

Equipe €1 | &
Matchs gagnés | 3 | 6

Nombre de matchs déja gagnés :

Equipe e | e
Nombre de matchs a jouer : el -1 3

62 - -
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Deux équipes dans la poule

Equipe e | e
Matchs gagnés | 3 | 6

Nombre de matchs déja gagnés :

Equipe e | e
Nombre de matchs a jouer : el -1 3

62 - -

Est-ce que e; peut encore gagner ?

Oui : si e; gagne tous ses matchs, le résultat est le suivant :

Equipe e1 | e
Matchs gagnés | 6 | 6
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Trois équipes dans la poule

Equipe e1 | & | e
Matchs gagnés | 10 | 5 | 5

Nombre de matchs déja gagnés :

Equipe e1 | e | e
e -1 212
Nombre de matchs a jouer : !
e - -] 2
e3 - - -
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Trois équipes dans la poule

Equipe e1 | & | e
Matchs gagnés | 10 | 5 | 5

Nombre de matchs déja gagnés :

Equipe e1 | e | e
e -1 212
Nombre de matchs a jouer : !
e - -] 2
e3 - - -

Est-ce que e; peut encore gagner?

En fait, e; gagne dans tous les cas : e et e3 ont au plus 9 points :

Equipe €1 | &2 | €3
Matchs gagnés | 10 | 9 | 7

10/68



Trois équipes dans la poule

Equipe €1 | & | &
Matchs gagnés | 5 | 5 | b
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e - -1 2
e - -] -
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Trois équipes dans la poule

Equipe €1 | & | &
Matchs gagnés | 5 | 5 | b

Nombre de matchs déja gagnés :

Equipe | e1 | & | e3
e -1 212
Nombre de matchs a jouer : !
e - -1 2
e - -] -

Est-ce que e; peut encore gagner?

Oui : si e; gagne tous ses matchs elle a 9 points, et e ou e3
peuvent en avoir seulement 7 :

Equipe € | & | €3
Matchs gagnés | 9 | 7 | 5
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Trois équipes dans la poule

Equipe €1 | & | &
Matchs gagnés | 3 | 5 | b

Nombre de matchs déja gagnés :

Equipe | e1 | & | e3
e -1 212
Nombre de matchs a jouer : !
e - -1 2
e - -] -

Est-ce que e; peut encore gagner?

Oui : si e; gagne tous ses matchs elle a 7 points, et e ou e3
peuvent en avoir seulement 7 :

Equipe € | & | €3
Matchs gagnés | 7 | 7 | 5
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Trois équipes dans la poule

Equipe € | & | €3
Matchs gagnés | 2 | 5 | b

Nombre de matchs déja gagnés :

Equipe | e1 | & | e3
N €1 - 2 2
Nombre de matchs a jouer :
e -l -1 2
e - - -
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Equipe e1 | e | e
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Trois équipes dans la poule

Equipe e1 | e | e
Matchs gagnés | 2 | 5 | b

Nombre de matchs déja gagnés :

Equipe | e1 | & | e3
e - 122
Nombre de matchs a jouer : !
e -l -1 2
e - - -

Est-ce que e; peut encore gagner?

Oui : si e; gagne tous ses matchs elle a 6 points, e, et e3 gagnent
chacune 1 match :

Equipe e1 | & | €3
Matchs gagnés | 6 | 6 | 6
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Trois équipes dans la poule

Equipe € | & | €3
Matchs gagnés | 2 | 5 | b

Nombre de matchs déja gagnés :

Equipe e1 | e | e3
N €1 - 2 2
Nombre de matchs a jouer :
e -1 -13
e3 - - -
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Trois équipes dans la poule

Equipe

€1

€3

Nombre de matchs déja gagnés :

Matchs gagnés

2

Equipe €1 e3
.. el - 2
Nombre de matchs a jouer :
€ - 3
e3 - -

Est-ce que e; peut encore gagner?
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Trois équipes dans la poule

Equipe € | & | €3
Matchs gagnés | 2 | 5 | b

Nombre de matchs déja gagnés :

Equipe e1 | e | e3
.. €1 - 2 2
Nombre de matchs a jouer :
e -1 -13
e3 - -] -

Est-ce que e; peut encore gagner?

Non : si e; gagne tous ses matchs elle a 6 points, e ou e3 en
auront au moins 7
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Trois équipes dans la poule

Nombre de matchs déja Nombre de victoires i
Qui gagne
gagnés par ey contre e3 €1 € €3
0 6 5 8 e
1 6 6 7 e
2 6 7 6 €
3 6 8 5 1)

e1 ne gagne dans aucun cas!
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Sommaire

Résolution naive du probleme
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Listons toutes les possibilités

Equipe €1 | & | €3

Nombre de matchs gagnés : -
Matchs gagnés | 5 | 5 | b

Equipe | e1 | & | e3
e - 101
Nombre de matchs a jouer : !
e - -1 2
e - -] -
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Listons toutes les possibilités

Matchs Nombre de victoires Qui
ervse3 | e@vsez | & Vs e €1 €2 €3 gagne
€1 € € 6 7 5 €2
€1 € €3 6 6 6 €1,62,€3
€1 €3 € 6 6 6 €1,6,€3

e €3 €3 6 5 7 €3
€3 € € 5 7 6 €
€3 € €3 5 6 7 e3
€3 €3 & 5 6 7 e
€3 €3 €3 5 5 8 €3

e1 a donc encore une chance de gagner !
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Listons toutes les possibilités

Nombre de lignes : 2nombre de matchs
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Listons toutes les possibilités

Nombre de lignes : 2nombre de matchs

Nombre de matchs : <190

Nombre de ligne qu'on peut vérifier par seconde < 10°

= Temps pris par I'algorithme : 2190 /10° ~ 10*® secondes
Age de I'univers ~ 107 secondes

C'est trop lent ®

Optimisation : Il y a des lignes redondantes !
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Listons toutes les possibilités un peu plus

intelligemment

Matchs Nombre de victoires Qui
e Vvse3 | e Vs e3 S €1 €2 €3 gagne
€1 € € 6 7 5 €2
€1 € €3 6 6 6 €1,62,€3
€1 €3 € 6 6 6 €1,62,€3
€1 €3 e3 6 5 7 €3
€3 € € 5 7 6 €
€3 e €3 5 6 7 €3
€ € € 5 6 7 €3
€3 €3 €3 5 5 8 €3
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Listons toutes les possibilités un peu plus

intelligemment

Equipe € | & | €3
Matchs gagnés | 5 | 5 | 5

Nombre de matchs gagnés :

Equipe e1 | e | e3
€1 - 0 1
& - - | 4
es N

Nombre de matchs a jouer :
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Listons toutes les possibilités un peu plus

intellige

mment

Matchs Nombre de victoires Qui
€1 vs ez | e Vs e3 €1 €2 €3 gagne
0-1 0-4 5 5 10 €3
0-1 1-3 5 6 9 €3
0-1 2-2 5 7 8 €3
0-1 3-1 5 8 7 e
0-1 4-0 5 9 6 e
1-0 04 6 5 9 €3
1-0 1-3 6 6 8 €3
1-0 2-2 6 7 7 €,63
1-0 3-1 6 8 6 e
1-0 4-0 6 9 5 e

e1 est éliminée mathématiquement

21/68



Listons toutes les possibilités un peu plus

intelligemment

Nombre de lignes :
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intelligemment

Nombre de lignes : la multiplication de (1 + nombre de matchs
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Listons toutes les possibilités un peu plus

intelligemment
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Listons toutes les possibilités un peu plus

intelligemment

Nombre de lignes : la multiplication de (1 + nombre de matchs
entre e; et €;) pour chaque paire d'équipe

1 + Nombre de matchs entre e; et ¢; < 20

Nombre de paire d’équipe < 10
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Listons toutes les possibilités un peu plus

intelligemment

Nombre de lignes : la multiplication de (1 + nombre de matchs
entre e; et €;) pour chaque paire d'équipe

1 + Nombre de matchs entre e; et ¢; < 20

Nombre de paire d’équipe < 10

= Nombre de lignes : 2010

Nombre de lignes qu'on peut vérifier par seconde < 10°

= Temps pris par I'algorithme : 20%%/10° ~ 10 secondes

(environ 3h)
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Listons toutes les possibilités un peu plus

intelligemment

Nombre de lignes : la multiplication de (1 + nombre de matchs
entre e; et €;) pour chaque paire d'équipe

1 + Nombre de matchs entre e; et ¢; < 20

Nombre de paire d’équipe < 10

= Nombre de lignes : 2010

Nombre de lignes qu'on peut vérifier par seconde < 10°

= Temps pris par I'algorithme : 20%%/10° ~ 10 secondes
(environ 3h)

C'est tres lent, mais plus réaliste.
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Sommaire

Analyse mathématique du probleme
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On peut supposer que ¢; n’a plus de matchs a jouer

Si, e1 a encore une chance de gagner, alors e; a encore une chance
de gagner si elle gagne tous ses matchs.
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Mise en équation du probleme
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Mise en équation du probléme : pourquoi

« La somme des prix de ce que j'achéte dans un magasin est égal
aux prix que je paye a la caisse »
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Mise en équation du probléme : pourquoi

« La somme des prix de ce que j'achéte dans un magasin est égal

aux prix que je paye a la caisse »

Quantitées qu'on manipule :

» n : nombre d'objets que j'achete dans le magasin
> p1,p2,...,Pn : prix des objets que j'achete

> p : prix total payé a la caisse

L'équation: « p=p1+po+ -+ pa»
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Les variables qui décrivent le probleme

Nombre de matchs déja gagnés :
Equipe el | e | e | e
Matchs gagnés

Nombre de matchs a jouer :
Equipe €1 e €3 €4
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Les variables qui décrivent le probleme

Nombre de matchs déja gagnés :

» g; : nombre de Equipe el e | e | e
matchs déja gagnés Matchs gagnés | g1 | & | & | &
par €;

Nombre de matchs a jouer :
Equipe e e e3 ey

» m;; : nombre de el myi | mip | M3 | Mia
matchs restants entre & moy | Moo | M3 | Mg
e et g €3 m3y1 | m32 | M33 | M3a

€4 Ma1 | Ma2 | M3 | M4a
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Les variables qui décrivent le probleme

Nombre de matchs déja gagnés :
Equipe €1 | e | 3| e
Matchs gagnés | g1 | &2 | 83 | &

Que dire de m; j et m;; ?
Nombre de matchs a jouer :

Equipe | e e €3 €4
2! Myl | Mi2 | M3 | Mg
€2 M1 | M22 | M23 | M24
€3 m31 | M32 | M33 | M34
€4 Ma1 | Ma2 | M3 | Maa
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Les variables qui décrivent le probleme
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Les variables qui décrivent le probleme

Nombre de matchs déja gagnés :
Equipe €1 | e | e3| e
Matchs gagnés | g1 | &2 | 83 | &

Que dire de m; ; ?
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Les variables qui décrivent le probleme

Nombre de matchs déja gagnés :
Equipe el | e | e | e
Matchs gagnés | g1 | &2 | 83 | &

Que dire de mq ;?
Nombre de matchs a jouer :

Equipe e & e N
€ 0 | M2 | mg3| mg
€ = 0 | ma3 | mag
€3 - - 0 | maa4
€4 = = = 0
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Les variables qui décrivent le probleme

Nombre de matchs déja gagnés :
Equipe €1 | e | 3| e
Matchs gagnés | g1 | &2 | 83 | &

Que dire de mq ;?
Nombre de matchs a jouer :

Equipe e & e N
Ona my ;=0 e 0 | M2 | mg3| mg
€ - 0 | m3 | maa
e - - 0 | mag
€4 = = - 0
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Les variables qui décrivent le probleme

Nombre de matchs déja gagnés :
Equipe €1 | e | 3| e
Matchs gagnés | g1 | &2 | 83 | &

Que dire de mq ;?
Nombre de matchs a jouer :

Equipe e & e N
0

Ona myj=0! e 0 0 0
€ = 0 | m3 | mag
€3 - - 0 | maq4
€4 = = = 0
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Les variables qui décrivent le probleme

Que dire si pour une équipe ¢;, g > g1 ?
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Les variables qui décrivent le probleme

Que dire si pour une équipe ¢;, g > g1 ?
Alors e; est éliminée mathématiquement!

Dans la suite, on suppose donc que pour toute équipe €, g < g1
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Les inconnues

» v;; : le nombre de matchs que e; a gagné contre ¢;
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Les inconnues
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Que peut-on dire sur les v; ; quand on est a la fin des poules, et
que tous les matchs ont étés joués?
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Les inconnues

» v;; : le nombre de matchs que e; a gagné contre ¢;

Que peut-on dire sur les v; ; quand on est a la fin des poules, et
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On a I'équation v;j+ vj ;i = m;;
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Les inconnues

» v;; : le nombre de matchs que e; a gagné contre ¢;

Comment écrire le fait que a la fin de poules, ¢; a moins de points

que e ?
gi+vVvia+viz+---+vipn< g1
c'est a dire

V,',2+V,'73+“'+Vi,n§g1_gi
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Résumé

Les données :

P g; : nombre de matchs déja gagnés par ¢;

» m;; : nombre de matchs restants entre e; et ¢
Les inconnues :

» v, : le nombre de matchs que e; a gagné contre ¢;
Les équations sur les données :

> mjj=mj,

> mi=m;=0

> gi<a
Les équations qu’on veut satisfaire avec les inconnues :

> vijtvii=m;

> viotVvist+tVvin<g1— g
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Dessinons les équations

V3.2 o
No/mbre de matchs déja gagnés : 9
Equipe e e | e3
Matchs gagnés | 10 | 7 5 8
Nombre de matchs a jouer 7
Equipe | e1 | & | e .
=1 - 0 0
) -1 - 16 5
e3 - - - 4
3
2
1
»
0 7 8 9 »23
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Equations : 3
> v3<10-7 2
1
»
0 3 4 7 8 9 »23
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Dessinons les équations

2 A v23 <3
No/mbre de matchs déja gagnés : N
Equipe e e | e3
Matchs gagnés | 10 | 7 5 8
Nombre de matchs a jouer 7
Equipe | e1 | & | e .
€1 - 0 0 V3,2 S 5
) -1 -19 5
e3 - - - 4
Equations : 3
> v3<10-7 2
> V3,2 S 10-5 1
> wv3+vip=9 >
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9\23

v23+v3o=9
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Dessinons les équations

2 A v23 <3
No/mbre de matchs déja gagnés : N
Equipe e e | e3
Matchs gagnés | 10 | 7 5 8
Nombre de matchs a jouer 7
Equipe | e1 | & | e .
€1 - 0 0 V3,2 S 5
) -1 -19 5
e3 - - - 4
Equations : 3
> v3<10-7 2
> V32 S 10-5 1
> wv3+vip=9 >
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9\23

v23+v3o=9

C’est un probléme de résolution de contraintes
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Dessinons les équations

Maximisation sous contraintes :

V3,2A w3 <3
No/mbre de matchs déja gagnés : 9
Equipe e | e | & w3+ V3p
Matchs gagnés | 10 | 7 5 8
Nombre de matchs a jouer 7
Equipe | e1 | & | e 3
(] = 0 0 v32 <5
) -1 - 16 >
e3 - - - 4
Equations : 3
> v3<10-7 2
> v2<10-5 1
> w3+ v32<6 >
0 1 2 3 4 5 6\7 8 9 »3

Maximisation : v2 3 4 v32
v23+v32 <6
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Dessinons les équations

Maximisation sous contraintes :

¥ v23 <3
Nombre de matchs déja gagnés : \m ‘ |
Equipe e | & | e | V2,3 T V3
Matchs gagnés | 10 | 7 5 8
Nombre de matchs a jouer 7
Equipe | e1 | & | e .
e - 0|0 v32 <5
) -1 -19 >
e3 - - - 4
Equations : 3
> v3<10-7 2
> »><10-5 1 |
> w3+wv2<9
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9\23

Maximisation : v2 3 4 v32
v23+v32 <9
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Changement d’équations

On change I'équation v;j + vj; =m;j en v;;+ vj; < m;;
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Changement d’équations

On change I'équation v;j+ vji=m;; en vi;+v;; < mj;

On rajoute I'objectif de maximiser la somme des v; ; 4 v; ;

Par exemple, avec 4 équipes, on maximise :

o3+ Vv3ot+Vvoa+ vap+v3a+ vaz < ma3+ mpa+ m3g

<ma;3 <mp 4 <msg.
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Les données :
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Résumé

Les données :
P gi : nombre de matchs déja gagnés par e;
» m;; : nombre de matchs restants entre e; et ¢;
Les inconnues
» v;; : le nombre de matchs que e; a gagné contre ¢;
Les équations sur les données :
> m;j=mj; et m;;= 0 et my i = 0
> gi<g
Les équations qu’on veut satisfaire avec les inconnues :
> vijt Vi < mj
> viotvist+tvin<g1— g
Ce qu'on cherche a maximiser :
> Lasomme des v;; + v;;
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Des équations et des tuyaux

Y
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Des équations et des tuyaux

V:
2,2 \ N <g—& 2,
A 4
A —» oo+ o3+ vo4/g81 — &
V23 /—\:: > >
-

Vvwo+wv3+vi<gr—g
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Des équations et des tuyaux

V:
2,2 \ N <g—& 2,
A 4
A —» oo+ o3+ vo4/g81 — &
V23 /—\:: > >
-

Vvwo+wv3+vi<gr—g

ViotViz+--+Vvin<g1— &
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Flot maximal

Contraintes sur le flot :

» Débits entiers
> Débits < capacité

» Débit entrant =
débit sortant

Valeur du flot :

» A la source :
débit sortant -
débit entrant

But :

» Trouver un flot de
valeur maximale
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Des flots corrects ?

%\CU

Ay

Incorrect :
débit entrant = débit sortant
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Des flots corrects ?

q,\/\

¢

Correct!
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Des exemples de flots

Valeur du flot : 4 —1=3
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Notion de chemin augmentant

S'il existe un chemin de la source au puits passant par des tuyaux
vérifiant débit < capacité, alors on peut augmenter le flot

dl/Cl% d2/C2% d3/C3%
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Notion de chemin augmentant
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» Débit entrant = débit a d+1/c @
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Notion de chemin augmentant

Pourquoi ca reste un flot valide ? @ dfc 0

> Débits entiers positifs : ok
» Débits < capacités : ok

» Débit entrant = débit a d+1/c e
sortant 7

dl/Cl ;? C/2/C2 ;? d3/C3 >
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Notion de chemin augmentant

Pourquoi ca reste un flot valide ? @ dfc 0

> Débits entiers positifs : ok
» Débits < capacités : ok

» Débit entrant = débit a d+1/c e
sortant 7

d1+1/C1 A d2/C2 A d3/C3
§\\ji?// §\\i}/ »
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Notion de chemin augmentant

Pourquoi ca reste un flot valide ? @ dfc 0

> Débits entiers positifs : ok
» Débits < capacités : ok

» Débit entrant = débit a d+1/c e
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Notion de chemin augmentant

Pourquoi ca reste un flot valide ? @ dfc 0

> Débits entiers positifs : ok
» Débits < capacités : ok

» Débit entrant = débit d+1/c
sortant 7

d+1/ca % d+1/c % d3+1/c3
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Un début d’algorithme pour trouver le flot maximal

» On part d’un flot nul

> Tant qu'on peut augmenter le flot avec un chemin
augmentant, on |'augmente
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Notion de chemin augmentant (bis)

=501
O G
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Ny
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Comment montrer qu’'une quantité est maximale ?

Flot maximum : flot qui est plus grand que tous les autres flots.
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Comment montrer qu’'une quantité est maximale ?

Flot maximum : flot qui est plus grand que tous les autres flots.

Deux choses :

> une quantité plus grande que tous les flots

> un flot égal a cette quantité
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Quelques essais

dvfcr
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Flot : di + do + d3 — ds
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Quelques essais

dvfcr

i

Flot: di + do + &3 — ds <ca+co+c+0
~ N N T
<a <c <c >0
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Conditions pour que ce majorant soit égal au flot
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Conditions pour que ce majorant soit égal au flot

Les débits des tuyaux partant de la source sont égaux a leur
capacité
Les débits des tuyaux allant a la source valent 0O
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Testons ce majorant

O
Majorant : 44+3+2=9
Flot : 44+3+2=9

Le flot est maximal !
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Vers d’autres majorants

Flot : di — db + d3
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Vers d’autres majorants

Flot : di — db + d3
Conservation du débit : d3 = d,

Flot: di — do + d4 <c+0+4+ ¢
NSNS
<c >0 §C4
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Vers d’autres majorants

Flot : di — db + d3 — d5
Conservation du débit : d3 — ds = dy — ds
Flot : dy — db + ds — dp
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Vers d’autres majorants

Flot : di — db + d3 — d5
Conservation du débit : d3 — ds = dy — ds

Flot : d1—d2+d4—d6 <ca+0+4+¢—+0
—~ M~
<c >0 <a 20
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Vers d’autres majorants

dl/Cl
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Vers d’autres majorants

dl/Cl

A

ST

Flot : di +dr — d3 — ds
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Vers d’autres majorants

dl/Cl

A

ST

Flot: di + d» — d3 — d4 <ca+co+0+0
—~
<c <o >0 ZO
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Conditions pour que ce majorant soit égal au flot

Les débits des tuyaux — sont égaux a leur capacité
Les débits des tuyaux < valent 0
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Une séparation des points qui prouve la maximalité

Pas de ____, : les débits des tuyaux sortants valent leur capacité
Pas de "> : les débits des tuyaux entrants sont égaux a 0
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Récapitulatif

» On part d'un flot nul
> Tant qu'il existe un chemin augmentant, on I'augmente

» Quand il n'y a plus de chemin augmentant, on a une
séparation des points qui prouve que le flot est maximal
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L’algorithme final

Nombre de matchs gagnés :
Equipe e1 e e e
Victoires 9 1 5 6
Nombre de matchs a jouer :
Equipe | e1 | & | e3 | &
e - - - -
e - - 5 6
e3 - - - 2
ey - - - -
Valeur des v; ;
Match e - e3 e - e e3 - e
Victoires 0-0 0-0 0-0
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Equipe e1 e e e
Victoires 9 1 5 6
Nombre de matchs a jouer :
Equipe | e1 | & | e3 | &
e - - - -
e - - 5 6
e3 - - - 2
ey - - - -
Valeur des v; ;
Match e - e3 e - e e3 - e
Victoires 1-4 5-1 0-2
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Performance

Combien d'opérations fait I'algorithme ?

nombre fois qu'on nombre d'opérations  pour
augmente un chemin trouver un chemin augmentant
< valeur du flot maximal x taille du graphe
< 190 X 34

Ca fait 6460 opérations !

A 10° opérations par seconde, le probléme est résolu en 6
millisecondes.
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Conclusion

» On a trouvé un algorithme rapide pour résoudre notre
probléme !

» On a vu comment résoudre le probléme du flot maximum

A propos du probléme de flot maximum :

> || existe des algorithmes plus rapides pour le résoudre

> || permet de résoudre plein d'autres probléemes en
informatique !

P La preuve de correction de I'algorithme permet de démontrer
des théorémes mathématiques
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Un autre probleme qui se raméne a un flot maximal

Peut-on recouvrir une grille avec des trous en utilisant des
dominos ?
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Théoréeme de Menger (1927)

Nombre max de chemins disjoints entre deux points
= nombre min d’aréte a enlever pour les séparer
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